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Vorteil:  Es gibt nur noch eine einzige Unbekannte!

Man kann nun beispielweise die Umkreismitte oder den

Gergonne-Punkt mit einer einzigen Gleichung erfassen!

AuBerdem lassen sich Parallelen und Mittelsenkrechten einfach

berechnen!

Die Berechnungen werden ubersichtlicher, wenn man allerdings

nun noch genauer auf die Minuszeichen achten muss!

Dabei kann man mit den komplexen Zahlen genau so rechnen,
nach den ablichen bekannten Gesetzen, wie mit den Reellen
Zahlen, denn sie haben dieselbe Struktur; man spricht von
einem Korper. Eine weitere Zahlbereichs-Erweiterung mit dieser
Struktur geht aber nicht mehr, oder genauer gesagt nur noch
auf Kosten des Kommutativgesetzes der Multiplikation (der
Vertauschbarkeit der Faktoren). Es ist nur noch (oder
bestenfalls) eine Antisymmetrie des Produktes moglich. Und
doch bieten auch diese Quaternionen ungeahnte Moglichkeiten,

aber dazu vielleicht ein anderes Mal mehr.
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Inkreismittelpunkt Mi

uber die Eckkoordinaten des Dreiecks
zu berechnen,
ist auch erstaunlich einfach.
Es sind die mit den
Gegenseitenlingen gewichteten
Ecken, wobei noch durch den

Umfang zu teilen ist:

Inkreismittelpunkt
M, = (aA+bB+cC) /u

d.h. die Koordinaten fiir x und y sind:
xctbxetoxd u
yerbysreys) Ju

Beispiel:

Standard-Dreieck A(3; 0), 8(0;4) und C(0;0)
224, b=3 und Hypotenuse c=5

M= [(4(5:0 + 3(0;4) + 5(0;0] /12 = (1; 1)
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Gleiche Entfernungen zu den Ecken hat

der Umkreismittelpunkt My

Er ist mit komplexen Zahlen schon etwas schwieriger zu berechnen!

Stern bedeutet komplex konjugieren:
Z=xtiy e 2= x-iy

Beispiel:

Allereinfachstes Standard-Dreieck
A=38=4, C=0+0i
224, b=3 und Hypotenuse c=5

M, = {3°3(-40) + 4i*(-40) (3-0) }
/43(-40) + (-40)(3-0) 3

= (-36i +48) / (- 241)
=1,5+2 (da 1/i=-iist)

=(15;2)
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Man kann den Nenner auch so schreiben
aA™ + bB® + c C™:
und da z mal 2% = (x+iy)(xeiy)
= x2+y2 =zI2 das Betragsquadrat ist

AA* = |AI2 usw

o bt
My =[1A2a + [B|2b+
/ [A*a +B*b +

amC8 BeAC wdcn A (Chonupent
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per Gergonnepunkt

Ein weiterer der komplex
berechneten besonderen Punkte,
ist der Gergonnepunkt.
(chnitt der Beruhrpunkte des Inkreises
mit den Gegenecken)

Der Inkreis berahrt die drei Seiten a, b und c in der drei Punkten Ba,
85 und Be, welche ein Kontakt-Dreieck bilden, das man zu Ehren des
franzosischen Mathematikers
Joseph GERGONNE
(1771 in Nancy; T 1859 in Montpellier)
auch Gergonne-Dreieck nennt.
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Es ist dem Ankreismitten-Dreieck shnlich mit k= 2R/r und dem
Clawson-Punkt als Zentrum,
das ist der Schittpunkt der Zentralen MMy
mit der Geraden durch den Schwer- und Gergonnepunkt!

Der Clawson-Punkt Z und wurde nach John Wentwarth Clawson benannt
und 1886 von Emile Lemoine untersucht.

Fur die Koordinaten der Ankreismitten(=Ex_center)
erhalten wir ganz allgemein

Xi = M, (r+4R)/r - 2R/r (B +8))

Wenn die Inkreismitte der Ursprung ist:
die beiden nicht naheliegenden Berahrpunkte addieren und mit k = -2r/R
multiplizieren:

Xi= =2r/r(Bi+B.)

Das Ausgangsdreieck ABC ist zum Gergonne-Dreieck perspektiv mit

dem Gergonne-Punkt als Zentrum und die Achse ist die Gergonne-Gerade!
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Die verlangerten Dreiecksseiten schneiden sich mit jeweils einer der
Gergonnedreiecks-Seiten der beiden nicht auf ihr liegenden
Beruhrungspunkte auf der Gergonne-Geraden.

Die5: Gergonne-Gerade steht senkrecht auf der Soddy-Geraden

(die durch die Mitten der zwei alle Tangentialkreise beruhrenden Kuss-
Kreise geht) und ist die Polare des Gergonne-Punktes.
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mit den Tangential-Abschnitten 2 = ta(a+b -c)
y = ¥( c+a -b)
x =l bc-a)

Beispi

Standard-Dreieck A = 3, B =4i und C = 0+0i
t, b=3 und Hypotenuse c=5
Flache A =6, r=1
Tangentialabschnitte  x = ¥a( b+c -a)
y=th(cta-b)=3
2= Ya(a+b -c) = 1 hier=r

2=

Gergonne =
61 3/{422+6 )
+ 4/ {33246 ) + 0]

=60 3/22+ 241/ {33}
= 18/22 + 4i/(6+81)/33 }]

=9/11 + 8/11
= 0.81p81 + 0.7272p27 i

Hier ist der Gergonnepunkt
G =1/11(9; 8)
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Der Mittenpunkt

Der Mittenpunkt ist der
Schnittpunkt der Verbindungen der
Seitenmitten mit dem néchst-liegenden
Ankreismittelpunkt

Der Schwerpunkt S,
der Mitten-, und der Gergonnepunkt sind kollinear,
das heif, sie liegen auf einer Geraden!

und MittenG = 3Mittens !

Liegt insbesondere C im Ursprung
und B auf der x-Achse, dann ist der Mittenpunkt

=Va{A+B - Al A /(ax2+Ar )+ B/ (by2+Ar )T}
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Standard-Dreieck A = 3, B =4i und C = 0+0i
b=3 und Hypotenuse c=5
Flache A= 6, r=1

Tangentialabschnitte  x = ¥a( b+c -a) =2

(ty=c  xy

Mittenpunkt

12{3+4i -6 [3 /(4722+6)+ 4i / (3-32+6)]}

= va{3+4i -6 [3/(22)+ 4i / (33)]}
= v2{3+4i - [9/11 + 8i / 11]}
=12{ 24 /11 + 36i / 11}
= 12 /11 + 18i/ 11

=(12;18) /11
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€= (-1 ooootn, 1 sesses

G ~ (-0 marzrIIIT,-050NeeOn

Liegt der Mittenpunkt im Ursprung,

dann st die Eckensumme A+B-+C der Gergonne-Punkt

Wenn wir den Schwerpunkt

in den Ursprung verschieben

(mit samt allem anderen),

dann bleibt der Ursprung die Eckensumme

(1/3 der Summe =S)

des verschobenen Dreiecks

(denn die Eckensumme ist Null)t

Werden mit Strich die neuen Ecken bezeichnet, so ist

A =A-0S =A-1/33A¢> SA" = 3A-3(1/33A) = 0
Nullvektor
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A =35

Somit A’ = 3 A~ 3Verschiebungsvektor des Besonderen Punktes nach O

Bemerkung: Umgekehrt folgt aus der Berechnung des Schwerpunktes als
dern dritten Teil der Eckensummme S = 1/3 (A+B-+C), dass die Summe der
Dreieckseckenimmer A+B+C = 35 ergibt

Mitten-, Gergonne- und Schwerpunkt
liegen auf einer Geraden.

Machen wir den Mittenpunkt zurm Ursprung, dann erhalten wir als
Eckensumime den Gergonnepunkt!

(ahnlich wie wenn M.im Urspr. iegt, dann gibt die Eckensumme den
Nagelpunkt. (Eristisotomisch konjugiert zum Gergonnepunkt )

A 4B +C = A+B+C -3MITTENPUNKT
= 3(S-Mitten)= Gergonne

Der Mittenpunkt liegt mit seinem Schwerpunkt S
und dem Gergonnepunkt auf einer Geraden,
mit Mitten-Gergonne = 3 Mitten-S
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Das verschobene Dreieck hat die Ecken

A= A- OMitten

B'=8 - OMitten

s

- oMitten
Summe,
A" 4B +C = A+B+C- 3 OMitten
= 35-30Mitten = 3(S - OMittenpunkt) = 3MittenS = Gergonne

3(S - Mittenpunkt) = Gergonne -

Mittenpunkt =
Mi+ ¥ Vektor(Nagel - Gergonne)
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MittenpunktS = 0.31637
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Der Mittenpunkt ist auch aber
= Mi + %2( Gergonne -Nagel )

Mittenpunkt =
M, + % Vektor(Nagel - Gergonne)

Daraus mubte sich doch eigentlich der
Gergonne als Funktion von S, Mi
und Nagelpunkt berechnen lassen
(wenn man den Mittenpunkt eleminiert)!
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Machen wir nun wieder das Inkreiszentrum zum Ursprung,
dann erhalten wir als Eckensumme den Nagelpunkt
(= Ankreisberuhrpunkte-Gegenecken-Schnitt).
MiNagel =3MS

S={(-1; -1) + (3; -1) +(-1; 2)}3 = (1;0)/3 = (0.3333.
|

Der Schwerpunkt ist von M; doppelt so weit entfernt wie vom
Spiekerpunkt
und der Nagelpunkt auf der anderen Seite doppelt so weit von S wie M;

0)

Der Spiekerpunkt ist der Inkreismittelpunkt des Mittendreiecks
(das Dreieck der Seitenmitten),
dessen Umkreis der
feuerbachsche Seienmittenkreis ist
(=Neunpunktekreis - da auf ihm die drei Mitten,
die drei HohenfuBpunkte und
die Ecken des Euler-Dreiecks liegen).

Der Spickerkreisgeht aus dem Inkreis
durch zentrische Streckung an S mit k = -¥ hervor
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Nehmen wir den Spiekerpunkt in den Ursprung,
erhalten wir als Eckensumme das Inkreiszentrum Mit

BE mRalA 7 e Criabarmimbe Y
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Der Hohenschnittpunk H

H=A+B+C - 2My

Wenn die Umkreismitte Mu im Ursprung liegt,
ist der Héhenschnittpunkt H gerade genau
die Summe der Eckpunkte.

der Umkreis des Antimediandreiecks hat denselben
Mittelpunkt H
und den doppelten Radius!

Bemerkung:

H ist auch der Mittelpunkt des Kreises, der
durch die an den Seiten gespiegelten
Umkreismitten geht!
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Der Seitenmittenkreis
(9-Punktekreis oder Feuerbachkreis)

Nehmen wir den Feuerbachkreiszentrum Mg, cihach
in den Ursprung,
erhalten wir als Eckensumme
das Umkreiszentrum M,!
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Wenn die Feuerbachkreismitte
M_Feuer im Ursprung liegt,
dann ist die Summe der Eckpunkte

M, = A+B+C

liegt, dann ist die Umkreismitte

A = (-115574724154810, -7.48133282407500)
» B = (41.4425275645190, -7 48133282407599)

€ = (-14.5952082645376,27.3865917042259)

Das Feuerbachzentrum M _¢
ist genau die Mitte von MuH
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| MeM .y =3 MsS
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S (1533335355933 2000000000000)

H = (12000000000000,15 35335333555

Ecersomme = (10 0000001000000, 14 000000100000

o o oo P s

St = (335 SO

A= (2000000000002 6666688666667)
(8 0000000000, 2 Gocceseioss)

© = (0000000000500, 8 666666444667)

H im Ursprung: Die halbe Eckensumme liefert die Umkreismitte
M, = ¥z (A+B+C)
Das untere Viertel das Feuerbachzentrum
Mg = ¥ (A+B+C)

Das untere Drittel liefert den Schwerpunkt
S =1/3 (A+B+C)

HEckensumme
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Dreieckszentrum

Der Inkreis beruhrt auch die
drei Ankreise in drei Punkten,
deren Verbindungen mit den
gegenuberliegenden Dreiecksecken sich auch
in einem Punkt schneiden:

Das Dreieckszentrum liegt mit dem
auf der Geraden M;
(des Inkreises und des

Wahrend M_Feuer zum Schwerpunkt S halb
s0 weit entfernt ist wie dieser zur
Umkreismitte Mu
also im Verhaltnis 1 zu 1 teilt,

teilt das Dreieckszentrum
die Strecke M;

im Verhaltnis 21/(2r+R)
=2/{2+ (RN}

Die zentrische Strackung des Feuerbachkreises
an S mit den Faktor -2 liefert den Umkreis
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Isogonale Punkte

Umkreismitte M, und H sind isogonal konjugiert
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per Hohenschnittpunkt H
H = A+B+C - 2Mu
Wenn die Umkreismitte Muim Ursprung liegt,

dann ist der Hohenschnittpunkt H gerade genau
die Summe der Eckpunkte.

H=3_ A

Spiegelt man die Umkreismitte M, an den drei Seiten eines Dreiecks
bzw. deren Verlangerungen, so entstehen die drei Punkte M.a, Mib und
M.c. Der Umkreismittelpunkt dieser drei Spiegelbilder wird dann H als der
isogonal konjugierte Punkt zur Umkreismitte M,




image32.jpeg
Die allermeisten besonderen Punkte des Dreiecks liegen auf der EULER-Geraden
M.H

Der Lemoinepunkt ist der

Gergonnepunkt des Tangentendreiecks
von ABC, also des Dreiecks der drei Berthr-Tangenten
an den Umkreis von ABC.

Sehr gut erklart findet man das bei Darij Grinberg 2003

. matheraetsel. de/texte/DreiGeom. pdf
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Lemoinepunkt L, Inkreismitte M;

und Mittenpunkt liegen auf einer Geraden

"~ Hohenschnitt H,
der Mitten-, und der Spiekerpunkt sind kollinear

Spiegelt man die Gerade der Apolloniuskreismitten am
Umkreis, so erhalt man den Brocardkreis. Dieser geht durch die
Umkreismitte My, dem Abbild der unendiich fernen Punkte der
Apolloniuskreismitten-Gerade.  Die ~ Senkrechte auf dieser
Geraden durch M. schneidet den Brocardkreis im
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Der Lemoinekreis ist konzentrisch zum Brocardkreis
dessen Durchmesser die Entfernung von | zu M, ist
mit dem Zentrum Y2(L+M,) -
und geht durch die Schnitte der Seitenparallelen mit den jeweils
anderen beiden Seiten, die durch den Lemoinepunkt gehen!

Beim Lemoine-Punkt ist die Summe der Abstande zu den
Seiten zum Quadrat am Kleinsten. Wenn man das Minimum fir die
Summe der n-ten Potenzen der Abstande berechnet, ergibt sich:

Fiir n=2 erhaltenwie L

Komplex berechnet ist
der Lemoinepunkt

Standarddreieck der Seitenlangen 13,14 und 15

4, B=5+12i und C=0im Ursprung
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Anmerkung:
Beim Schwerput S ist die Summe der Enrfernungen zu den Ecken am keinsten:
y =(X-AP + (X-B)? + (X-C)?
Fiir ein Extremum muss die erste Ableittungverschwinden, also
Y =2 (X-A)+2(X-B)?+2(X-C) =0 sein.
SomitistX-A +X-B +X-C=0 d.h. 3X=A+B+C
undX = (A+B+C)/3 st er Schwerpunkt

Der Schwerpunktist ein Drittel der Eckensumme!

Beispiel :
Standarddreieck der Seitenlingen 13,14 und 15
A=14, B=5+12i und C=0 im Ursprung
a=C-B=-5-12i

b=A-C=A=14 und
c=B-A=-9+12i

L = {14 (-1)(5+12i) + (5+12i)14% + 0}/590 = 5.67 + 3,99i
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Fermat-Punkt

Prinzipiell kann jeder besondere Punkt
komplex berechnet werden.

Beispielsweise auch der Punkt von
Pierre de Fermat mit der
minimaler Entfernungssumme zu den Ecken
als Schnitt der Umkreise
von aufgesetzten regelmaBigen Dreiecken

bzw. als Schnitt der drei freien dussere Ecken der aufgesetzten
gleichseitigen Dreiecke mit den
Dreieck-Gegenecken.

Kleiner als x = 9 und unterhalb von y = 4
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OBasondere Cunkile
des

rziecks

von Udo Rehle
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Fermat-Punkt =

CX-BX)A +Va(V/3-1) (AX-C*)B-Va(V/3+1) (B*-
C*-BX)+1/2(V/3-) (A*-CX)-

2(V/3+1) (B*-A*

ist (wohl meist oder immer) ein irrationaler Wert

sieche  A. Fehringer
https://mathematikgarten.hpage.com/schriften.html
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Der Blickwinkel zu allen drei Seiten ist 120° (Torricelli-Punke)!

Der zweite Fermat-Punkt mit nach innen
aufgesetzten gleichseitigen Dreiecken
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Die Fermat-Punkte

liegen auf der (lila gestrichelten)
Kiepert-Hyperbel,
die durch alle Dreiecksecken
und auch durch den Schwerpunkt
und Spiekerpunkt

und die beiden Fermat-Punkte geht.

(dort liegt auch der Napoleon-Punkt)
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Die beiden Isodynamischen Punkte]

Drei Apollonische Kreise
als Thaleskreise durch
die von den Winkelhalbierenden
erzeugten die Seite
harmonisch im Verhatnis
der anderen beiden Seiten teilende Punkte.

Die gemeinsamen Schnitte sind
die mit einem roten x
gekennzeichneten Isodynamichen!

LOT-FuBpunkte eines]
isodynamischen Punktes|

auf die Seiten des Dreiecks

bzw. deren Verléngerunger

liefern ein reguléres Dreieck]]
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Alle drei Apolloniuskreise sind KOAXIAL

d.h. sie schneiden sich

in genau zwei Punkten,

den isodynamischen Punkten

sind zu den beiden
Fermatpunkten
(nach auBen und innen aufgesetzte reg. Dreiecke)

die isogonal konjugierten Punktet

Durch beiden isodynamischen Punkte und jeweils eine

Dreiecksecke gehen dreiKreise, die auch durch den jeweiligen Schnittpunkt der

inneren Winkelhalbierenden und der &uBeren Winkelhalbierenden mit der
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Gegenseite bzw. deren Verlangerung geht (jeweils einen Kreisdurchmesser
bildend).

2 Punk
Jiegen auf der Brocardachsel
die durch den Symmedian L und M. geht
(als Durchmesser des Brocardkreises),
die senkrecht auf der Geraden der Apolloniuskreismitten steht!

Die Keismitten sind kollinear
(und auch die drei suBeren Teilpunkte
liegen auf einer Geraden)

Die Gerade der Mitten der drei Apollonius-Kreise
PEE g dur ch Spiegelung am Umkreis)
in den Brocardkreis abgebildet!
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Durch Kreisspiegelung am Umkreis
gehen die
beiden isodynamischen Punkte
ineinander uber.

Die Fusspunkte der Isodynamischen (Projektion auf die Seiten)
bilden  gleichseitige Dreiecke, die von innen bzw. auen die Seiten-
Verlangerungen berahrent

ganze  Brocardkreisdurchmesser vom  Lemoine-Punkt L bis zum

Umkreiszentrum. Insbesondere liegt auch das Lemoinekreis-Zentrum =

Brocard-Zentrum darauf.
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Die beiden MethodenENg R BRI Y

des Isodynamischen Punkts!

Beide Fermat-Punkte sind
isogonale Konjugate zu den beiden Isodynamischen
hier an den schwarz gestrichelten Winkelhalbierenden gespiegelten
granen Eckverbindungen far F1)

Der an den drei Seiten gespiegelte erste Fermatpunkt F:_liegt auf einem Kreis,

dessen Mitte der erste [EETITE P dist.
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Konstruktion des zweite Isodynamische Punkts vom|

zweiten Fermatpunkd
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INHALT

Kurze Einleitung

Inkreiszentrum M;

Umkreismittelpunkt M.

Gergonnepunkt
Mittenpunkt
Feuerbachkreis

Dreieckszentrum

Lemoine
Isogonale Punkte
Hohenschnitt

Fermatpunkt

Isodynamische Punkte
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Die Schnittpunkte eines jeden
Apolloniuskreises mit dem Umkreis,
jeweils verbunden,
schneiden sich im

(auf der Brocardachse Iieienden)
D\eser_

d.h. durch Spiegelung der Seitenhalbierenden an den entsprechenden
Winkelhalbierenden als Schnittpunkt dieser Symmedianen.

Beim rechtwinkligen ist L die Héhenmitte!
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Die Seitenparallelen durch den Lemoinepunkt
schneiden die anderen beiden Seiten

jeweils in zwei Punkten und
alle sechs Punkte liegen auf einem Kreis:
Der Lemoinekreis ist konzentrisch zum Brocardkreis!
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Kurze Einleitung:

Man kann den Schwerpunkt S
(Gravitationszentrum)
eines Dreiecks schneller berechnen als konstruieren,
indem man die Eckensumme drittelt:

S = (A+B+C)/3

Die Berechnung der Koordinaten von speziellen
Dreieckspunkten
in der Ebene

gelingt besonders gut

mit dem Korper der

Viele komplexe Berechnungen verdanke ich  dem
Gymnasiallehrer Arno  Fehringer. Wer seine Beweise

(Berechnungen) nachvollzichen mochte, dem stehen seine
Schriften unter folgendem Link zur Verfugung:

https://mathematikgarten.hpage.com /schriften. html
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Der Krper
der komplezen

Balilen &
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Die komplexen Zahlen fiihren uns die Macht oder Magie

der Mathematik vor Augen. Scheinbar nicht real, liefern sie

uns doch viele neue Kenntnisse und ungeahnte Moglichkeiten

An Stelle von Zahlenpaaren benotigen wir nur eine einzige Zahl,
die wir in einen Real- und einen Imaginarteil spalten konnen,
was uns die x- bzw. y-Koordinaten der Punkte liefert. Dabei
V(-1)

ist eine Drehung um 90°. So wird aus

verwenden wir dieimaginare Einheiti

der reellen Einheit die imaginare Einheit! Eine Multiplikation von
2wei Zahlen des Einheitskreises (also vom Betrag 1) wird zu

einer reinen Addition, namlich der Winkel mit der X-Achse!

Geraden-Gleichungen haben auch eine andere Form
Sie enthalten mit der Variablen z zugleich ihr Spiegelbild an

der reellen Achse, sprich das Konjugiert komplexe 2!

An die Stelle von x undy treten z und 2%
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Die allgemeine EEUSIOIBENIAGhat dic Form

mit konjugiert komplexen Koeffizienten von z und 2%: a
=0 ligfert auch hier Ursprungsgeraden

Beispil

Die Winkelhalbierendey=x hat mit

+i die Gleichung





